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УВОД У ПРЕНОС ТОПЛОТЕ ПРОВОЂЕЊЕМ

Циљ овог текста је да се прикаже извођење основних једначина температурног поља. Оснивач теорије преноса топлоте је био J.B.Fourier, који је њене основе поставио у свом раду Theorie analytique de la chaleur почетком XIX века. У покушају да реши једначине температурног поља које у општем случају представљају парцијалне диференцијалне једначине, он је дао огроман допринос и самој математици (Фуријеови редови, Фуријеова трансформација, метод раздвајања променљивих). Иако је велики део феномена из ове области био познат и раније, J.B.Fourier је први математички исказао законитости према којима се врши пренос топлоте провођењем.
Fourier је између осталог поставио и једначину која исказује површинску густину снаге, којом се преноси топлотна енергија, преко температуре и топлотне проводности средине.
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Једначина (1.1)

 се може закључити да до преноса снаге долази само онда када постоји одређена промена температуре по запремини и да је тај пренос утолико већи уколико је већа топлотна проводност средине. Треба имати у виду да је градијент скаларне функције векторска функција која у свакој тачки има правац и смер најбржег раста функције у бесконачно малој околини дате тачке, а да јој је интензитет пропорционалан брзини најбржег раста скаларне функције у датој тачки. 
(1.1)

 назива се још и Fourier-ов закон. Он исказује чињеницу да се снага преноси из области које имају већу температуру ка областима које имају мању температуру, односно у правцу и смеру у коме температура опада. Из 
Са 
[image: image2.wmf]Ñ

 је означен векторски и диференцијални оператор набла који у Descartes-овом координатном систему има следећи облик: 
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Једначине температурног поља изводе се из закона о одржању енергије примењеног на област V у простору. 

У општем случају, у области постоје запремински расподељени извори топлотне енергије који се могу описати својом запреминском густином снаге 
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 која представља у општем случају скаларну функцију просторних координата и времена, 
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, где је 
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 вектор положаја посматране тачке у одговарајућем координатном систему. У Descartes-овом координатном систему ова зависност има облик 
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. Укупна снага која се генерише у елементарној запремини 
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 износи:
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Укупна снага којом се топлотна енергија генерише у запремини V се може добити интеграцијом снаге, генерисане у елементарној запремини, по запремини V. 
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Поред генерисања, присутна је и појава акумулације топлотне енергије. Енергија акумулисана у елементарној запремини се може приказати на следећи начин:
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где су 
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 густина и 
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 специфични масени топлотни капацитет.

Снага којом се енергија акумулише у елементарној запремини се добија диференцирањем по времену једначине (1.5)

, имајући у виду да је температура једина величина у датој једначини која зависи од времена. Применом наведеног поступка диференцирања се добија:
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Укупна снага којом се енергија акумулише у области се добија интеграцијом елементарних снага датих изразом (1.6)

 по запремини области.
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У области V се успоставља и пренос топлотне енергије провођењем који је описан вектором површинске густине снаге преноса топлоте 
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. Област V у општем случају размењује топлотну енергију са остатком материјалне средине преко граничне површи S. Подразумева се да је гранична површ оријентисана од области V ка остатку материјалне средине. Снага која се преноси из области V кроз елементарну површ 
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 одређена је скаларним производом:
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где је вектор 
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 производ површине елементарне површи и вектора нормале на елементарну површ (са горе поменутом оријентацијом):



[image: image20.wmf]dSndS

=×

r

r


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.9)

Укупна снага којом се из области V енергија преноси ка околини се може добити површинском интеграцијом елементарних снага датих једначином (1.8)

 по граничној површи. 
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Општа једначина температурног поља може се извести из закона одржања енергије постављеног за област V.
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где су 
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 укупна генерисана енергија у области V, 
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 укупна акумулисана енергија у области V, а 
[image: image25.wmf]prenosa

Q

 укупна енергија пренесена из V ка околини.
Диференцирањем једначине (1.11)

 по времену, добија се једначина која исказује равнотежу снаге којом се топлотна енергија генерише и збира снаге којом се енергија акумулише и снаге којом се енергија преноси из области V ка околини.
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Заменом интегралних израза (1.12)

 се добија:(1.10)

 за сваку појединачну компоненту снаге у једначину (1.7)

 и (1.4)

,
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Заменом једначине (1.13)

, добија се општа једначина температурног поља у интегралном облику:
(1.1)

 која представља исказ Fourier-овог закона у једначину 
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Под условом да је векторска функција 
[image: image29.wmf]s
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 непрекидно диференцијабилна у области V (довољно је да буду непрекидни само они парцијални изводи који у формули учествују), на површински интеграл по граничној површи се може применити теорема Остроградског, чиме се тај интеграл исказује преко одређеног запреминског интеграла.
У конкретном случају, теорема Остроградског се може применити ако у самој области која је обухваћена интеграцијом не постоје дисконтинуитети, односно скоковите промене топлотне проводности, нити њених парцијалних извода (да би теорема важила, топлотна проводност не мора бити константна, али мора бити непрекидно диференцијабилна функција просторних координата, односно мора имати непрекидне парцијалне изводе по свим координатама).
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где је са 
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 означена дивергенција векторске функције 
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Пошто се интегрална једначина (1.16)

 може поставити за било коју запремину V под условима теореме Остроградског, која је коришћена при извођењу претходног израза, следи да подинтегрална функција мора бити једнака нули свуда осим можда у коначно много изолованих тачака. Пошто је претпостављено да је подинтегрална функција непрекидна, она мора бити свуда једнака нули.
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На тај начин се долази до опште једначине температурног поља у диференцијалном облику:
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Уколико је топлотна проводност 
[image: image36.wmf]l

 константна, једначина (1.18)

 добија облик:
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Претходна једначина се може написати и у облику:
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где је са Δ означен Laplace-ов оператор који у Descartes-овом координатном систему има следећи облик



[image: image39.wmf]222

222

xyz

¶¶¶

D=++

¶¶¶


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.21)

За случај да је топлотна проводност функција просторних координата, 
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, једначина (1.18)

 постаје:
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